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CIJELI ELEMENT. CIJELA ZAVISNOST. VALUACIJE

1. Neka je prsten B cio nad prstenom A, Q algebarski zatvoreno polje,a f : A—Q
homomorfizam prstena. Dokazati da se f moze produziti do homomorfizma g :B — Q.

Rjesenje:
Neka je f :A— Q homomorfizam prstena A u polje 2. Oznacimo sa a jezgro tog
homomorfizma i pokazimo da je « prost ideal prstena A. Nekaje abea i a¢ « . To znaci da

je f(ab)="f(a)f(b)=0i f(a)=0.Kako polje Q nema netrivijalnih djelitelja nule mora
biti f(b):O, tj. be . Dakle, « je prostideal prstena A, a B jecionad A pa postoji pros
ideal S prstena B za koji je & = M A. Ovo znadi da se prsten A/ @ moZe posmatrati kao
potprsten prstena B/, aprsten B/ £ je cio nad prstenom A/« . Neka je k' polje razlomaka
prstena B/ £. Prema posljedici 5.22. prsten B/ S je sadrZan u svakom valuacionom prstenu C
polja k' koji sadrzi prsten A/« . Prema propoziciji 5. 23. homomorfizam f': Ala —Q
induciran homomorfizmom f mozZe se produziti do homomorfizma h:C — Q, gdje je C
valuacioni prsten polja k' koji sadrzi prsten A/a . Nekaje I=hl ;,a g=I1on,gdjeje

n:B — B/ S prirodni epimorfizam. Jasno jeda g : B — Q, idaje g homomorfizam. Znaci, g
je trazeno produzenje homomorfizma f : A— Q.

2. Nekaje A potprsten prstena B . Ako je skup B\ A zatvoren u odnosu na mnoZenje,
dokazati da je prsten A cijelo zatvorenu B.

Rjesenje:
Prsten A je cijelo zatvorenu B ako je A=C, gdje je C skup svih elemenata iz B cijelih nad
n-1 _
A. Neka je b e B cio element nad prstenom A. Nekaje f(X)=Xx"+>a x" polinom
i=0
najnizeg stepena za koji je f (b)=0.Ovo znaci daje b" +ab"™ +...+a, =0, a odavde vidimo
da b"+ab"+..+a, be A. Ako stavimo daje b"* +ab"?+...+a _, =C ondaimamo da

bc e A. Ako bi ¢ € A to bi bilo u kontradikciji sa izborom polinoma f (x) pa prema tome

ceB\A. Ako bi be B\ A, onda bi s obzirom na pretpostavku imali da bc € B\ A, sto je
nemoguce. Dakle, b € A, a kako je b bio proizvoljan element iz B cio nad A, zaklju¢ujemo da
je prsten A cijelo zatvorenu B.
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3. Nekaje A potprsten oblasti B, a C cijelo zatvorenje prstena A u B. Akosu f,g e B[x]

polinomi sa najstarijim koeficijentom 1 dokazati da: fg e C[x]= f,geC[x].

Rjesenje:
Neka je k polje razlomaka oblasti B, a L polje razlaganja polinoma fg nad k. U polju L je

f(x)=]J(x=a) i g(x)=]](x—A).Akopolinom fgeC[x],ondasu e i B, cijeli

nad C, pasu i koeficijenti polinoma f i g cijelinad C, akako je C cijelo zatvorenje prstena
A u B, to oni pripadaju C . Dakle, f,geC[x].

4. Neka je prsten B cio nad prstenom A. Dokazati:
a) Ako je X € A jedinica prstena B, tada je X jedinicai prstena A;
b) Jacobsonov radikal prstena A je kontrakcija Jacobsonovog radikala prstena B .

Rjesenje:
n-1 _
a) Nekaje be A jedinica prstena B inekaje f(x)=x"+> a ;X' polinom najnizeg stepena
i=0
za koji je f (b‘l) =0. To zna¢i da je (b‘l)n +a1(b_1)”*1 +..+a,=0,paje
b*=-ab""—a b"*—..—a €A.Dakle, b je jedinica prstena A.
b) Za svaki maksimalan ideal m prstena A postoji maksimalan ideal n prstena B za koji je

m= ANn, a za svaki maksimalan ideal n prstena B, ideal m= Ann je maksimalanu A.
Kako je Jacobsonov radikal jednak presjeku maksimalnih ideala prstena, tvrdnja je jasna.

5. Nekaje G kona¢na grupa automorfizama nekog prstena A, a A° potprsten G -invarijanti,
tj. A® ={Xe A:U(X):X,VO‘EG}.
a) Dokazati da je prsten A cio nad prstenom A°:
b) Neka za multiplikativan sistem S prstena A vrijedi o(S)= S (Vo eG) inekaje

S® = A° NS . Tada se svako o € G moze produziti do automorfizma & prstena
S7'A tako dase G moze shvatiti i kao grupa automorfizama prstena S*A.

Dokazati da je tada (SG )71 A® = (S‘lA)G .

Rjesenje:
b) Neka je a € A proizvoljno. Pokazimo da postoji polinom f (X) sa koeficijentima iz A®

takav da je f(a)=0.Posmatrajmo polinom f (x) :H(x—a(a)). Kako je

oeG
0'( f (x)) =f(x) (VoeG)toje f(x)eA°[x].Osim toga, jasno je da je najstariji
koeficijent ovog polinoma jednak 1 i daje f (a) =0. Prematome, a je cio element nad

prstenom A®, akako je a € A proizvoljan element, zakljutujemo da je prsten A cio nad
A°.
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o _(x) o(x) X o .
c) Automorfizam & je definisansa o| — |= V—eS T A|. Nekaje
S

o(s) s
f :(SG)_l A® — S'A ulaganje. f je dobro definisano i homomorfizam je. Odredimo

¢emu je jednako Im(f) i Ker(f). Neka je 5e Im(f).To znaci da EE(SG)l A°® paje

X
xe A® i seS°®. Dakle, zasvako & G je a( jza—)zx,pa 5e(S’lA)G.
o(s) s s

(
Obratno, neka j X (s (X) ==
je e(S A) ,tj. neka je & =— zasvako & € G. Ovo znati
s o(s) s
da za svako o € G postoji U, €S takvo da je ( (X)s—o(s)x)u, =0, pajei

[Ze)sx{ et [Te. -0 mosamocse = a0,

oeG oeG oeG oeG

- _— ' _ AG o G L X_X 6\l aG i
s'=>(o(s))iu=]]u, tada x'eA®, s'ueS paje —=— e(S ) A® 1.

oeG oeG

§e|m(f).

Neka je sada ge Ker(f). f [éj =0 $to znadi da postoji U e S takvo da je xu=0. Sada
jei xo(u)=c(ux)=c(0)=0 (VoeG),pajei x> o(u)=0. Znati >=0 (u

oeG u
(s¢) " A%)jerje Y o(u)es®.

oeG

Iz svega reCenog zakljucujemo da je Ker( f ) Oi Im( f ) (S lA) Sto znadi da je
(s°) " Ac=(sA).

6. Uz oznake prethodnog zadatka dokazati : Ako je  prost ideal prstena A®, a P skup prostih
ideala prstena A ¢ija je kontrakcija y, tada G tranzitivno djeluje na P, tj.

(Y7.,7,€P) (3o €G) takvo daje o (7, )=y, . Specijano je skup P konacan.

Rjesenje:
Neka su y,,7, € P inekaje X ey, proizvoljno. y, je kontrakcija ideala y paje y =y, NAC.
HO‘(X) ey i HO'(X) € A® §to znadi da je HU(X) eA° Ny, =ycCy,. 7, jeprostideal

oeG oeG oeG

pa postoji o € G zakojeje o (X)€7,, 4. xeo?(y,). Znasi, y, < | Jo(r,). o (7,) su

oeG

prosti ideali prstena A, pa odavde slijedi da postoji o € G takvo daje y;, = o’ (7/2 ) 1,
o (7)< 7,. Kako je y kontrakcija ideala 7, i o (7, ), na osnovu posljedice 5.9. imamo da

vrijedi o (7,)=7,.
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7. Nekaje A cijelo zatvorena oblast, k polje razlomaka oblasti A, L kona¢no, normalno,
separabilno proSirenje polja k , a B cijelo zatvorenje prstena A u L. Tada je Galoaova

grupa G polja L uodnosu na k kona¢na. Dokazati daje o(B)=B (Vo eG) idaje
B® =A.

Rjesenje:
Neka je A cijelo zatvorena oblast, k polje razlomaka oblasti A. L je kona¢no, normalno i
separabilno proSirenje polja K , §to znaci da za svako | € L postoji polinom f (X) ek [X] za koji

je f(1)=0.Akoje f(x):zn:cix”’i, 6 = a,',a"e A, onda za polinom
i=0

f(x)=> ax , gdjesmostavilidaje a =a '] Ja " vrijedi f(I)=0. Ako sada posmatramo
i=0 i=0
polinom g(x)=x"+> bx"", gdje je b =a,a,"", zakljuujemo da je g(x)e A[X] i
i=1
g (aol) =0. Odavde vidimo da element a,l € B, jer je B cijelo zatvorenje prstena A u L.

n -
Posto je minimalni polinom elementa b € B oblika g(x)=x" + Zbixn_' , gdje b. € B, za svako
i1

o € G, minimalni polinom elementa o (b) se podudara sa polinomom g(x), $to zna¢i da je
o(b)eB.Dakle, o(B)= B (Vo eG). Specijalno, ovo vrijedi i za o, paje o (B) = B,
tj. Bc G(B) . Iz reGenog zakljucujemo da je B = G(B) (VO' € G).

Ako je o(b)=b (Vo €G), onda je minimalni polinom elementa b stepena 1, pa je

b=a, € A,3toznati daje B® = A.

8. Nekasu A i B lokalni prsteni sa maksimalnim idealima « i f.Kaze se da B dominira nad
A ako je A podprsten prstena B, a o = An . Dokazati da skup X svih lokalnih prstena

koji su podprsteni polja k ima maksimalni element u odnosu na relaciju "dominira nad" i da je
A maksimalni element u X ako i samo ako je A valuacioni prsten polja K .

Rjesenje:

Pokazimo da je £ induktivno ureden skup. Neka je D,, D,,... lanac u X . Stavimo da je
D=uD,. Kakoje D, c D, c... toje D prsten, ito lokalni. Neka je 6 maksimalni ideal
prstena D . Za svaki prsten D, vrijedi 6 "D, =4, gdje je o, maksimalan ideal prstena D, , pa
D dominiranad D, . Po Zornovoj lemi sada zaklju¢ujemo da skup X ima maksimalni element.
Oznacimo ga sa M, asa M ozna¢imo maksimalan ideal prstena M . M /m je polje.
Homomorfizam f :M — M /m inducira homomorfizam f :M — Q. gdje je Q algebarsko

zatvorenje polja M /m. Prema teoremi 5.23. f se moze produziti do homomorfizma
g:B —Q, gdje je B valuacioni prsten polja k . Valuacioni prsten je lokalni prsten, sa jedinim

maksimalnim idealom f = Ker(g), pa B dominiranad M . Medutim, M je maksimalan
elementu ¥ pa morabiti M =B.
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Obrnuto, pretpostavimo da je prsten M € X valuacioni prsten polja k i neka prsten B dominira
nad M . Ako je M ¢ B onda postoji xe B\M zakoje X' eM ,paje l=xx"eBnm= 4
Sto je nemoguce jer je f maksimalan ideal prstena B . Dakle, M je maksimalni element skupa
.

9. Neka je k polje razlomaka oblasti A.
a) Dokazati da su slijedeca dva uslova ekvivalentna:

(i) A je valuacioni prsten polja k
(ii) Skup ideala prstena A je totalno ureden relacijom inkluzije.

b) Akoje A valuacioni prsten polja k, a y prost ideal prstena A, tadasu Aly i A
valuacioni prsteni. Dokazati.

Rjesenje:
a) (i)=(ii) Nekasu o, i a, idealiprstena A ineka o, C @, i @, & ¢ . To znati da postoje
Xea\a, i Yea,\a,. Medutim, A je valuacioni prsten, pa bar jedan od elemenata xy ™ ili

-1 -1 -1 - v . -1 - -1
(xy ) = X"y pripada prstenu A. Ovo znaci da je x=(xy )y eaq,ilije yz(yx )x eq,
Sto je kontradikcija sa pretpostavkom. Dakle, skup ideala prstena A je totalno ureden relacijom
inlkuzije.

(i) = (i) Pretpostavimo da je skup ideala prstena A totalno ureden relacijom inkluzije i neka
je vek\{0} proizvoljno. v=xy™ (x,y e A).Zaideale (X) i (y) vazidaje (X)=(y) ilije
(y)=(x), pamorabiti z=xy ™" e Aili z'=yx ™ € A, §to znaci daje A valuacioni prsten
polja k .

b) Nekaje A valuacioni prsten polja k, a y prost ideal prstena A. Izmedu ideala prstena A/ y
i ideala prstena A (koji sadrze ideal ¥ ) postoji obostrano jednoznaéna korespondencija koja ¢uva

relaciju inkluzije, pa kako je skup ideala prstena A totalno ureden, takav je i skup ideala prstena
A/ y, $to na osnovu a) znaci da je A/ y valuacioni prsten (svog polja razlomaka) . Sli¢no bi

zakljucivali i u slu€aju prstena Ay .

10. Ako je A valuacioni prsten polja k dokazati da svaki potprsten polja k koji sadrzi A ima
oblik A, (za neki ideal y prstena A).

Rjesenje:
Neka je B potprsten polja k, a m maksimalan ideal prstena B, tada je f=mm A prost ideal
prstena A,paako Xe A\ onda xeB\m,pa X' eB.Dakle, B= Aﬁ.

11. Neka je A valuacioni prsten polja k, U grupa jedinica prstena A, k™ multiplikativna grupa
polja k,a v:k* —k"/U prirodni homomorfizam. Stavimo da je k* /U =T i defini§imo
relaciju < ovako: V(X)<v(y)<> xy™ e A Dokazati:

a) (F, S) je totalno uredena grupa;
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b)

12.

b) v(x+y)=min{v(x),v(y)} (VX, ye k*).

Rjesenje:

Jednostavno se provjerava da je ovako definisana relacija < relacija poretka. Pokazimo jos$
da je kompatibilna sa operacijom u grupi I'. Neka je & <D, i a, <Db,. To zna¢i da postoje
X, %, Y1, Y, €k zakoje je v(x)=a, V(X )=a,,v(y;)=b,v(y,)=b,, paiz

V(%) <v(y,) i v(x)<v(y,) slijedi xy, e Ai %y, e A.Sadai x X, (V,Y,) €A,
Sto znaci da je V(X1X2) < v(ylyz) , a kako je v homomorfizam, odavde kona¢no imamo da je

a,a, <bb,. Dakle, (T',<) je totalno uredena grupa.

Jedan od elemenata xy " ili X"y sigurno pripada prstenu A, a bez ograni¢enja op3tosti
mozemo pretpostaviti da je to X_ly . To znaci da je V( y) < V(X) , paje
v(y)=min{v(x),v(y)}. Sadaiz (x+y)x*=yx*+1e A slijedi daje
v(x+y)=v(x)=min{v(x),v(y)}.

Neka je T' aditivna totalno uredena Abelova grupa, a kK polje. Valuacija polja k sa
vrijednostima u I" je preslikavanje koje ima slijedeée osobine:

(i) vOxy)=v(x)+v(y);
(ii) v(x+y)=min{v(x),v(y)};

Dokazati da je skup A= {x ek :v(x)= 0} {0} valuacioni prsten polja k .

Rjesenje:

Najprije, skup A je zatvoren za sabiranje i mnoZenje, jer ako X,y € A, tj. ako je V(X) >0
v(y)=0 iz v(x+y)=min{v(x),v(y)} i v(xy)=v(x)+v(y) dobijamo da je
V(x+y)=0iv(xy)=0,pai x+Yy,Xy € A. Takode, 1€ A, jer iz
v(1)=v(1-1)=v(1)+Vv(1) slijedi daje v(1)=0. Znaci, A je potprsten polja k. Neka je
x ek \ A. To znai da je v(x)<0. Iz v(x)+v(x’l) :v(xx’l) =V(1) =0 slijedi da je

V(x’l) >0,pa X' eA.Dakle, A je valuacioni prsten polja k* .
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