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PRIMARNA DEKOMPOZICIJA IDEALA

1. Akoje a =r(«), dokazati da & nema umetnutih prostih ideala.

RjeSenje:
Nekaje o= ﬂﬂi reducirana primarna dekompozicija ideala o i ¢; umetnuti prosti ideal. Tada
i=1

je: ,ui;a:r(a):r[ﬁ,uj):ﬁr(,uj):ﬁ j:ﬂ jgn,uj , $to je nemoguce. Dakle,
j=1 ' =1

it =
J# J#1

«a nema umetnutih prostih ideala.

2. Nekaje A=Z][t] prsten polinoma. Dokazati daje m=(2,t) maksimalan,a ¢ =(4,t) m-
primaran ideal, ali £ nije potencija ideala.

Rjesenje:

Definisemo li preslikavanje f:Z[t]/m—Z/(2),sa f(x+m)=x+(2) onda se jednostavno

provjerava daje f izomorfizam, a kako je Z/(2) poljetojei Z[t]/m takode polje, pa je ideal

m maksimalan. Dalje je r(¢) = { p(t)eZ[t]:3IneN,p"(t)e g} odakle se vidi da je

r(¢)=m,paje & m-primaran ideal. Neka je p(t)e¢ proizvoljno. p(t)=4a(t)+tb(t), pa

p(t)em. Dakle ¢ =m. Neka je sada r(t) em?® proizvoljno. r(t)=4a(t)+tb(t), paje

r(t)ed. Znadi, m* =& <mtj. ¢ nije potencija ideala.

3. Nekaje A=Kk[x,y,z] prsten polinoma nad poljem k, & =(xy), & =(x,2), a
m=(x,y,z). Dokazati:
a) & i ¢&,suprosti,a m je maksimalan ideal prstena A

b) Akoje a=&¢,, tadaje a =& NE Mm? reducirana primarna kompozicija ideala « .
Koje komponente su ulozene , a koje izolovane?

Rjesenje:
a) Definisimo preslikavanje f:A/& — k[Z] sa f (p(Z)—I—fl) = p(Z). f je izomorfizam (
jednostavno se provjerava), a kako je k[z] oblast cijelih, oblast cijelihjei A/¢ . Dakle, &

je prost ideal. Na sli¢an na¢in zaklju¢ujemo da je i &, prost ideal. Kako je A/m=k,ak je
polje, to je ideal m maksimalan.
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Neka je a = &£, . Kako je potencija maksimalnog ideala primaran ideal, to je m* primaran
ideal. Ve¢ smo pokazali da su ideali & i &, prosti, pa su i primarni. O¢igledno je
a=£&NE Nm’. Ostaje jos da pokazemo da je
r(&)=r(&).r(&)=r(m*),r(m*)=r(&) ida & 2m*ng, m* 2& N,

& 25 Nm?.0vo jejasnojer, Xx+zer(E)\r(S,), 2% e r(mz)\r(g‘l),
y*er(m*)\r(&). Dalie, xe(&nEN\M, 22 e(M* NENE Ty e(m NE)\E,.
Dakle, a =& &, M m? je reducirana primarna dekompozicija ideala . m? je umetnuti, a
& 1 &, izolovani primarni ideali.

4. Nekaje A prsten, a A[x] prsten polinomanad A.Zaideal & prstena A neka o]
oznacava skup polinoma iz A[X] sa koeficijentima iz « . Dokazati:
a) a[x] je ekstenzijaideala o u odnosu na ulaganje: A— A[X];
b) Akoje y prostideal u A, tadaje y[x] prostidealu A[Xx];
c) Akoje ¢ y-primaran ideal u A, tadaje ¢'[x] y[x]-primaranidealu A[X];
d) Ako je a = ﬁyi reducirana primarna dekompozicija ideala «, tada je o[ x] = ﬁyi [X]
i=1

i=1
reducirana primarna dekompozicija ideala o[ X];

e) Ako je £ minimalan prost ideal ideala « , tada je {[x] minimalan prosti ideal ideala
alx].

Rjesenje:
a) Ideal [X] je o€igledno generisan polinomima f (X) sa koeficijentima iz ideala o .

Dakle, &[X] je ekstenzija ideala & u odnosu na ulaganje A— A[Xx].

b) Nekaje y prostideal prstena A. Pokazimo najprije da je (A/y)[x]= A[x]/y[x]. Neka

n

je ¢:(Aly)[x]—> A[x]/ y[x] definisano sa ¢£Z(ai +;/)Xij:§0:aixi +7[x]. ¢ je

i=0
homomorfizam jer,

¢[m§(ai +7)X + niZi;(bi +;/)x‘j = ¢(Zn:((mai +nb, )+;/)xi} =

-y (ma, +nb, ) X' +y[x]= m¢(zn:(ai +7i/;x')+ n¢[an(bi +7)Xi]

i=0 i=0 i=0

n . n .
Pokazimo da je ¢ injektivno. Neka je Zaix' +}/[X] = ZDiX' +}/[X]. To znadi da je
i=0 i=0

Zn:(ai—bi)xi ey[x].ia-bey (i=01..n),pajeia+y=b+y
i=0

(i =0,1,..., n). Sirjektivnost je oCigledna , pa je ¢ izomorfizam. Prsten (A/]/)[X] je
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inegralni domen, jer je A/ y integralni domen, pa je integralni domen i A[x]/y[X] sto
znadi da je y[x] prostideal prstena A[x].

c) Nekaje & y-primaranidealu A, tj. nekaje y = r(é’) i ¢ je primaran ideal. To znaci
daje A/ =0 i svaki djelitelj nule prstena A/ je nilpotentan. Prema zadatku 2 iz
prve glave, slijedi da je i svaki djelitelj prstena ( A/ )[x] takodje nilpotentan, pa zbog
(Aly)[x]= A[x]/7[x] toisto vrijedi i za prsten A[x]/¢[x]. Dakle, {[x] je
primaran ideal prstena A[x]. Kako je , osimtogai y[x]= r(g“[x]) toje £[x] »[x]-

primaran ideal.

d) Akoje a= ﬂyi reducirana primarna dekompozicija ideala « , tada na osnovu
i=1

n
dokazanog u a), b) i c) zakljuéujemo dajei ar[x]=(")7;[] reducirana primarna
i=1

dekompozicija ideala o[X].

e) Svaki ideal prstena A je kontrakcija nekog prostog ideala prstena A[x] ,aodavdeiiza)i
b) slijedi da ako je ¢ minimalan prost ideal ideala ¢ , onda je on minimalan element u
skupu prostih ideala koji sadrze ideal «, pa isto vazii za ideal ¢ [X] .Znati & [X]

minimalan prosti ideal ideala &[X].

5. Nekaje k poljea k[xl,...,xn] prsten polinoma. Dokazati da je svaki od ideala
7 =(X,-n %) (1<i<n) prstena K[X,...,X,] prost, asvaki y; - primaran ideal potencija
ideala 7. .
Rjesenje:
Posmatrajmo najprije prsten k[x,]. Prsten k[x,] je Euklidov prsten, a X, prost element tog
prstena, pa je (X, ) prost ideal prstena k[x,|. Neka je e (X, )-primaran ideal. Tada je
r(a)=(%).ti. (x)={pek[x]:IneN,p" ea}. Dakle, @ =(x") =(x)", zaneko

neN.
Posmatrajmo sada prsten K [X;, X, |. Ideal (X, ) je prost ideal prstena k[x, ], pa je prema

prethodnom zadatku (X, X, ) prost ideal prstena k[x;,X, ], a (X, X, ) -primaran ideal prema
prethodnom zadatki i gore re¢enom, potencija ideala(Xl, X, ) . Nastavljajuci ovako dalje

zakljucili bi da je svaki (X,,..., X )- primaran ideal potencija ideala (X, ..., %; ).

6. Nekaje D(A) skup svih prostih ideala y prstena A sa osobinom: postoji a € A takvo da
je ¥ minimalani element u skupu prostih ideala prstena A koji sadrze (O:a). Dokazati:

a) ae A jedjlitelj nule < (3yeD(A)) aey;
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b) Ako je ideal 0 dekompozibilan, tada je D(A) skup asociranih ideala ideala O .

Rjesenje:

a) Nekaje a e A djelitelj nule. To znaci da postoji be A, b=0 itakvodaje ab=0.
Tadaje ae(0:b)={xe A:xb=0}, pa postoji prost ideal y € D(A) zakojije aey.
Pretpostavomo sadada je aey i y € D(A) . Tada postoji be A, b=0 takvodaje y
minimalan prost ideal koji sadrzi (0 : b) . Dakle, ae (0 : b) Sto znaci daje ab=0.
Dakle, aje djelitelj nule prstena A.

b) Pretpostavimo sada da je O dekompozibilan ideal prstena A idaje 0= ﬂ,ui normalna
i=1
primarna dekompozicija. Ideali {; = r(,ui) su upravo oni prosti ideali koji se pojavljuju

medu idealima oblika r(0:x) (x € A). Sadruge strane, r(0:X) je jednak presjeku

svih prostih ideala prstena A koji sadrze (0:x), paje r(0:x) minimalan prost ideal
prstena A koji sadrzi (0:x). Dakle, r(0:x)e D(A), paje D(A) skup svih ideala

asociranih sa idealom 0.

7. Nekaje y prosti ideal prstena A,a S (0)= Ker(A—> Ay) Dokazati:
a) S, (0)cy;
b) r(Sy (0)) =y <> y je minimalni prosti ideal prstena A;
oycy = Sy(O)st.(O);
d) Ako y € D(A) tadaje S, (0) =0, pri cemu D(A) ima znacenje kao u zadatku 6.

Rjesenje:
f
a) Nekaje XeSy(O)= Ker(A—> A/j.Toznaéi daje f(X)ZO (uAly)i f(X)=5
S
gdje je s A\y. Dakle, postoji s'e A\ y takvodaje xs'=0ey,pakako s'¢y,a y

je prost ideal zakljucujemo da X € ¥ . Ovo znaci da je Sy (0) 7.
b) r(Sy (O)) je presjek svih prostih ideala prstena A koji sadrze 87 (O) pa je tvrdnja

jasna.
c) Pretpostavimo daje y < y' iuzmimo X e Sy. (O) proizvoljno.Odavde slijedi da je

f(x)=0, papostoji se A\y' takvodaje xs=0.Zbog se A\y" i pretpostavke da
je ¥ < y' zakljuéujemoda Xe A\y,paje Xe Ker(A—> A/) 4. XeS, (O) . Znadi,
S,(0)=5, (0).

d) Nekaje aeA i a=0.Tadapostoji € D(A) takvo daje (0:a) < y. Dakle, za svako
be A zakojeje ab=0, bey pane postoji xe A\y=S zakoje je ax=0. Ovo
zatida ag$S, (0),pa ag () S, (0).Dakle, [ S,(0)=0.

7€D(A) 7eD(A)
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8.

a)

b)

d)

Neka je y prostideal prstena A,a S, (0) ima znacenje kao u prethodnom zadatku.
Dokazati:
a) AKko je ¥ minimalni prosti ideal prstena A, tada je Sy (0) minimalni y -primarni

ideal;
b) Akoje a = ﬂ S,(0), tada je & sadrzano u nilradikalu N (A) prstena A;
ymin
RjeSenje:

a) Ako je y minimalan prost ideal prstena A onda je prema prethodnom zadatku S, (0) -
primaran ideal , jer je r(Sy (0)) =y ,aosimtoga, ako yxe S (0) i x &y onda postoji
seAly itakvodaje xys=0.xs¢y payeS, (0) stoznatidaje S, (0) prosti
primaran ideal. Neka je  proizvoljan y -primaran ideal. Tada je S, (O)gu. Naime,

ako x €S, (0) onda postoji y € A\ y takvodaje xy=0e u, pa X e x. Dakle, S, (0)
je minimalan y -primaran ideal.

b) Pretpostavimo da je o = ﬂ S,(0). Nekaje N (A) nilardikal prstena A.

ymin

N (A):ﬂf,gdjeje & prost ideal prstena A, paje N (A):ﬂy gdje su  minimalni

prosti ideali prstena A. Zbog S, (0) < 7, na osnovu zadatka 7. a) je i @ < N (A).

Neka je S multiplikativan sistem prstena A, a S(a) kontrakcija ideala S™'ar u A (S(«)
se zove saturacija ideala & u odnosu na S ). Dokazati:

a) S(a)nS(B)=S(anp);

b) S(r(a))=r(S(a));

©) S(a)=(1)eanS+J;

d) S,(S,(a))=(SS,)(a):;

e) Ako jeideal @ dekompozibilan, tada je skup svih saturacija ideala & konacan.
Rjesenje:

xeS(a)nS(B) & xe f’l(S’l(a))m f’l(S’l(ﬂ)) < (3s,,8,,U;,U, €S) takvi

daje xsU, ea i XS,u, € < X(ss,uu,)eanf < xeS(anp).
XeS(r(a)) <:>(EISES) XSeI’(a) < (ElneN) (Xs)nea<:> X's"ea <
xer(S(a)).
S(a)=(1) < (IFs€S) l'sea < anS=J.
S,(S, () =S, ({y e A:(3s, ES)SZyea})={X€AZ(E|Sl651,52ESZ)Sz(SlX)ea}=

=(S;S,)(a).
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e)

10.

11.

12.

Nekajeje a= ﬁﬂi reducirana primarna dekompozicija ideala « . Neka je r (#i ) =¢
i=1

(i =12,.., n) i neka je numeracija izvrSena tako da se sa S ne presjecaju ideali &,...,& ., a

presjecaju &, ,,...,& . Na osnovu propozicije 4.9. vrijedi S ™o = ﬁS’lyi . S(a)= ﬁ,ui ,

Sto znaci da je skup svih saturacija ideala & konacan. - -

Neka je o dekompozibilan ideal prstena A, a y maksimalan element u skupu ideala (a : x)

(x € A\a). Dokazati da je y asociran prosti ideal ideala « .

Rjesenje:

Dovoljno ¢e biti da dokazemo da je y prost ideal prstena A jer tada tvrdnja slijedi
neposredno iz prve teoreme jedinstvenosti. = Ajer je y maksimalan element u skupu ideala
oblika (e :X) (xe A\r). Nekaje x'e A\ takav daje y =(a:X') inekaje abey i
pretpostavimo da b ¢ y . To znai da je abx'e . Kako b y to be(a:ax'), a posto je y
maksimalan element u skupu ideala oblika (a : x) (x € A\a) toonda ax'ea tj. aey, pa
je y prost ideal.

Neka je a dekompozibilan ideal prstena A, X izolovan skup asociranih prostih ideala, a
U presjek odgovarajuéih primarnih komponenti ideala ¢ . Neka je element s € A odabran
tako da za svaki asocirani prosti ideal y ideala o vrijedi Sy < y ¢ X. Stavimo

S= {s” n> O} . Dokazati da je s =S ()= (a : s”) (za svako dovoljno veliko n).

Rjesenje:
Pretpostavimo da je @ dekompozibilan ideal i o = ﬂyi reducirana primarna dekompozicija
i=1
ideala . S je multiplikativni sistem prstena A, pa je prema propoziciji 4.9.
S(a): ﬂ M = u . Svaki prosti ideal prstena A je ekstenzija ideala iz A pa je
r(s)ex
S(a)2 (a ; S”) (Vne N). Medutim, za dovoljno veliko N, s" € , gdjeje 7 -
primaran ideal primarne dekompozicije ideala « , pa imamo i obrntu inkluziju
S(a)g(a:s”). Dakle, S(a):(a:s">:,uz.

Neka prsten A ima svojstvo: svaki ideal prstena A je dekompozibilan. Dokazati da to
svojstvo ima i prsten razlomaka A, .

RjeSenje:
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Neka je S'a proizvoljan ideal prstena A, . S« je ekstenzija ideala o prstena A, a « je

po pretpostavci dekompozibilan.Sada na osnovu propozicije 4.9. zakljuéujemo da je i S~'ar
dekompozibilan ideal. Dakle, svaki ideal prstena A je dekompozibilan.




