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PRSTENI I IDEALI

1. Nekaje x nilpotentan element prstena A . Dokazati da je 1+ X invertibilan element prstena
A . Odatle zakljuciti da je suma nilpotentnog i invertibilnog elementa invertibilan element.

Rjesenje:
Neka je X nilpotentan element. To zna¢i da postoji prirodan broj n takav da je X" =0. Neka
je n najmanji prirodan broj sa ovom osobinom. Kako je

1= (<2) X = (L4 0) (1= X = (<2) X

vidimo da je (1— X+ X —...+(—1)n_l X”‘l) € A inverzni element elementa 1+ X tj. 1+ X je

jedinica prstena A.

Neka je sada a € A jedinica sto zangi da postoji @ € A takvo da je aa™ =1. Posmatrajmo
element a+ X. Imamo da je

a"=a"+(-1)"" x"=(a+ x)(a”‘l—<';1“‘2x+...+(—1)"_l x”‘l), tj.

1= (x+a)(an (a”’l —a”’2x+...+(—1)n*l x”l)) :

Dakle, a+ X je jedinica prstena A, a kako je abio proizvoljan invertibilan element iz A
zakljucujemo da je zbir jedinice i nilpotenta jedinica prstena.

2. Nekaje A prsten,a A[x] prsten polinoma sa koeficijentima iz A u promjenljivoj X . Neka
je f=a,+ax+a,x’+..+ax". Dokazati sljedeca tvrdenja:
a) f jejedinicau A[X] < a, jejedinicau A, a a,,a,,...a, su nilpotentni.
b) f jenilpotentan < a,,a,,...,a, su nilpotentni.
c) f jedjelitelj nule << postoji nenulti element iz a € A takav da je af =0.
d) Polinom f zovemo primitivnim ako je (&,,a,,...8, ) =1. Pokazati da je fg
primitivan polinom ako i samo ako su f i g primitivni polinomi.

RjeSenje:

a) Pretpostavimo da je f invertibilan element prstena A[x] i neka je
g=b,+bx+..+b x" takavdaje fg=1. Iz fg =1 neposredno slijedi da je a, jedinica
prstena A. Takode, iz fg =1 slijedi i

ab, =0
ab ,+a b =0/-a

a’h ,+a_,ab =0t. a’0 =0
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Dalje iz ab ,+a b  +a )b =0/-a? dobijamo a’b ,=0.
Nastavljajuéi ovako, dobili bi a," b, =0, 3to zbog b, # 0 znati daje a " =0. Dakle, a, je
nilpotentan element.

Pretpostavimo sada da je @, nilpotentno za k <i<n, gdje je k prirodan broj manji od n.

™. posmatrajmo a,b_+a, b, +..+ab

m-+k—n *

Posmatrajmo sada koeficijent uz X Kako je
skup svih nilpotentnih elemenata prstena A ideal prstena (oznagit éemo ga sa N (A) ), to je
ab,eN(A).1z a_b,+ab,  +..+ab, ., zakljucujemo dajei

a_;b, +ab,, €N(A) , a sadaimamo daje

a, (b, +a.b,)=3a7b, ,+a_,ab, € N(A), sto konatno, znadi daje a’b, , € N(A).
Nastavljajuci ovaj postupak dalje, iz a b, +a, ;b +...+ab, , zakljutujemo da

a""b, €N (A) MnoZenjem sa a,, imajuéi u vidu da je a,b, =1, dobijamo a, ™" e N (A), tj.
da a eN(A).

Kako je k bio proizvoljan prirodan broj manji od n, zakljuéujemo dasu a,,8, ;,...,&

nilpotentni elementi prstena A.
Obrnuto, pretpostavimo lidasu a,,a,,...,a nilpotentni, a a, invertibilno, tada iz ¢injenice da

je a,x+a,x* +...+a,x" nilpotentan element prstena A[x] i zadatka 1 zaklju¢ujemo da je f
invertibilno.

b) Pretpostavimo da je f € A[x] nilpotentan . To zna¢i da je a, nilpotentan element prstena
A, pa je prema zadatku 1, 1+ &, invertibilan element u A. Iz upravo dokazane tvrdnje pod a)
(ako umjesto polinoma f uzmemo polinom f +1) zaklju¢ujemo dasu a ,a, ;,..., &
nilpotentni. Dakle, a,,a;,a,,...,a, su nilpotentni elementi prstena A.

Obrnuto. Pretpostavimo dasu a,,a,,a,,...,a, nilpotentni elementi prstena A. Kako je za svaki
nilpotent ae A isvako ne N ax" e A[x] nilpotentan element ,a zbir nilpotentnih elemenata je

opet nilpotentan element, zaklju¢ujemo da je i polinom f nilpotentan.

c) Neka je f netrivijalan djelitelj nule prstena A[X] inekaje g =by+bx+...+b x" € A[X]
polinom najniZeg stepena za koji je fg =0.Jasno, b, # 0.1z fg =0 slijedi da je a,b, =0.
a,9 =0, jer bi u suprotnom postojao polinom h =a_g stepena manjegod m (deg(a,g)<m) i
takav da je fh =0 sto nije moguce. Pretpostavimo da je 8,9 =0 zasve i =n,..k —1. Ako bi
bilo a,g # 0, onda bi vrijedilo fa,g =0 i deg(a,g) <m, sto je nemoguce. Dakle a9 =0 za
i=0,..n.Kakoje b, #0,aiz 8,g=0 slijedidaje ab,=0 zai=0,..n,toje b, f=0.
Ocigledno: ako postoji nenulti element a € Aza koji je af =0 onda je f djelitelj nule prstena
A[x](a je nenulti elementiu A[X]).

d) Nekasu f =a,+aX+...+a,X" i g=b,+bx+...+b, X" primitivni polinomi i neka je

fg =Co+CX+...4Cp X", gdjeje ¢, = D ab, , k=01..,m+n.
K=i+]
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Pretpostavimo da proizvod fg nije primitivan polinom, tj. da postoji cijeli broj d =1 takav da
d|c, za sve k=0,1..,m+n.Postosu f i g primitivni polinomi postoje i €{0,1,...,n} i
je{01..,m}takvida d|a, (Vk=0...i-1), dfa id[p (Vk=01.. j-1),d]b,.
Po pretpostavci je element ¢, ; djeljivsa d . Medutim, c,,; = > alb,;  +>.ab.;  +ab;.

k<i k>i

Svaki sabirak prve sume je djeljivsa d , jer je k <1, a i svaki sabirak druge sume, jer je

I+ j—k < J. Tre¢i sabirak nije djeljiv sa d , panije ni ¢, ; Sto je kontradikcija sa nasom
pretpostavkom. Dakle, polinom fg je primitivan.

Obrnuto, pretpostavimo da je polinom fg primitivan, a da jedan od polinoma npr. f nije. To
bi znatilo da postoji cijeli broj d #1 i takav da d|a, (Vk =0,1,...,n), a tada bi postojao i
polinom h takav daje f =dh. Ovo bi znaéilo daje fg=dhg tj.dad|c, k=0,1...m+n
Sto je u kontradikeiji sa pretpostavkom da je gf primitivan. Dakle, i polinomi f i g su
primitivni.

3. Dokazati da je u prstenu A[x] Jackobsonov radikal jednak nilradikalu.

Rjesenje: Da je nilradikal sadrzan u Jacobsonovom radikalu jasno je, jer je nilradikal presjek prostih,
Jacobsonov radikal presjek maksimalnih ideala, a svaki maksimalan ideal je prost. Dakle,

N (A[x]) < J (A[x]). Dokazimo i obrnutu inkluziju. Neka je f € J(A[x]). Zasvako g € A[x]
polinom 1— fg je invertibilan (propozicija 1.9.), pa je invertibilan i za g = X. Znag¢i, polinom

1- fx=1-a,x—ax* —...—a,x"" je jedinica prstena A[x], a prema prethodnom zadatku a) odatle
slijedi dasu a,,a,,...,a, nilpotentni. Sada, opet na osnovu zadatka 2 b) imamo da je f nilpotentan,
tj.da f e N(A[x]). Dakle, N(A[x])=J(A[x]).

4. Neka je A[[x]] prsten formalnih redova potencija nad prstenom A, tj. skup svih elemenata

oblika Zanx” (an € A) u kome se rac¢una ovako:
n=0

n=0
a3 bx) = (a +b X"
i i—0 k=0
ialxl ibjxj :i[ Z albjjxk
e o0 koo i+ =k

Dokazati:
a) f jejedinicau A[[x]] ako i samo ako je a, jedinicau A

b) f je nilpotentno ako i samo ako je a, nilpotentno (n = 0,1,...)

c) f jeuJacobsonovom radikalu prstena A[[x]] ako i samo ako je a, u Jacobsonovom

radikalu prstena A
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d) Kontrakcija m® maksimalnog ideala m prstena A[[x]] je maksimalni ideal prstena A, a

ideal m je generisansa m° i X.
e) Svaki prosti ideal prstena A je kontrakcija nekog prostog ideala prstena A[[x]]

Rjesenje:

a)

b)

d)

Pretpostavimo da je f = Zanx” invertibilan element prstena A[[x]] , 1j. pretpostavimo da
n=0

postoji g = anx” takvo da je fg =0. Po definiciji mnoZenja elemenata prstena A[[X]]
n=0

imamo da je ayb, =1, Sto znaci da je a, jedinica prstena A.
Obrnuto, pretpostavimo da je @, jedinica prstena A.Dabi f bio invertibilan u A[[x]]
mora postojati g € A[[x]] takvo da je fg =1. To bi znatilo da koeficijenti by,b,,... moraju
zadovoljavati sistem jednacina ayh, =1

ab +ab, =0

ayb, +ab +ab, =0

éobn +ab, ,+...+ab, =0

Dokazimo indukcijom da ovaj sistem ima rjeSenje po by,b,,.... Da je tvrdenje tatno za n=0
slijedi neposredni iz pretpostavke. Pretpostavimo da smo izraCunali by,b,...,b, . Tada je

b, =-a "(ab, +..+a b)), paza f postoji inverznielement g,t. f je jedinica
prstena A[[x]]

Pretpostavimo da je f nilpotentno. Odatle neposredno slijedi da je a,nilpotentno, pa je
nilpotentno i f —a,, $to znaci da je nilpotentno i a,, itd... Pretpostavimo da su a,,a,,...,a,
nilpotentni. Tadajei f —(a,+aX+...+a,x") nilpotentno, pa je nilpotentnoi a, ;. Po
principu matematicke indukcije zakljuéujemo da je @, nilpotentno Vi=0,12,...
Obrnuto, neka su a,, a,,... nilpotentni.Tada su nilpotentni i elementi ao,alx,azxz,...paje
nilpotentna i njihova suma, tj. f je nilpotentno.

Pretpostavimo da je f u Jacobsonovom radikalu prstena A[[x]] . To znati da je 1- fg

invertibilno za svako g e A[[x]] ,paiza g =1.Prema dokazanom pod a) imamo da je

1-a,b, invertibilno, §to opet prema propoziciji 1.9. znaci da je @, u Jacobsonovom radikalu

prstena A.
Obrnuto, ako je a, u Jacobsonovom radikalu prstena A onda je 1—a,b, invertibilno za

svako b, € A, pa je prema a) 1— fg invertibilno za svako g e A[[X]] tj. f jeu
Jacobsonovom radikalu prstena A[[x]]
Neka je m maksimalan ideal prstena AI:[X]:' . Pokazimo najprije da je X € m. Ako ovo ne bi

bilo ta¢no onda bi imali da je m+(x) > m, a kako je m maksimalan ideal to je




Prsteni i ideali 5

m+(x) = A[[X]] . 0 em papostoji g AI:[X]] takvo da je Xg =1. Ovo je nemoguce, pa

prematome, X em. Neka jesada f = Zanx" € m proizvoljno. Zbog X € m imamo da
n=0

a, €m, a kako je a, = f *(a,) to &, € m®. Pretpostavimo da m® nije maksimalan ideal, t;.
pretpostavimo da postoji ideal o — A takavdaje a = Ai m° ca.Nekaje bea\m®.
f(b) e A[[X]]\m ,paje (f(b))+m= A[[x]] (jer je m maksimalan). Odavde
zakljuéujemo da postoji f e A[[X]] takvo da je bf =1, §to je nemoguce jer b nije
invertibilno. Dakle, m® je maksimalan ideal prstena A . Og¢igledno je m generisano sa m°
iX.

Neka je y prostideal prstena A.Posmatrajmo ideal y prstena A[[x]] generisansa y i X i
pokazimo da je ¥ prost ideal. Neka je fg € y . Odavde slijedi da a,b, € y,a ¥ je prost, pa
je &, ili by iz y. Nekaje a, € y. Zbog a,,X € 7 zakljuCujemo da f €y, $to znaci da je

7 prost ideal prstena A[[x]] JJasnojedaje f(¥)=y tj.daje y = »°, &ime smo pokazali

da je svaki prost ideal prstena A kontrakcija nekog prostog ideala prstena A[[x]] :

Neka je A prsten ¢iji svaki ideal koji nije sadrzan u nilradikalu sadrzi nenultu idempotentu

(tj. element e sa osobinom e” = e = 0). Dokazati da se nilradikal i Jacobsonov radikal
prstena A podudaraju.

Rjesenje:
Da je nilradikal sadrzan u Jacobsonovom radikalu, jasno je jer je nilradikal presjek svih prostih
ideala, Jacobsonov radikal presjek svih maksimalnih ideala, a svaki maksimalan ideal je prost.

Dokazimo da vrijedi i obrnuto tj, da je Jacobsonov radikal J (A) , sadrZan u nilradikalu N (A) .

Ako ovo ne bi bilo ta¢no onda bi Jacobsonov radikal, po pretpostavci zadatka, sadrzavao nenultu
idempotentu e koja ne pripada nilradikalu. Ovo bi znacilo da je 1—eX invertibilno Vx e A, pai
za x=1. Dakle, postoji a € Atakvo da je

(*) a(-e)=1.

Sa druge strane, zbog, e* = e, imamo da je e(1—€) =0. MnoZenjem posljednje jednakosti sa @ i

imajuéu u vidu (*) , dobijamo da je e =0 $to je u kontradikciji sa pretpostavkom. Dakle,

J (A) <N (A) Iz svega re¢enog, konac¢no zakljucujemo da je J (A) =N (A) .

6.

Nekaje A= {0} prsten . Dokazati:
a) Skup svih prostih ideala prstena A ima minimalni element u odnosu na relaciju
inkluzije;
b) Zasvaki ideal & ;t(l) prstena A postoji bar jedan minimalni prosti ideal £ koji

sadrzi o .

Rjesenje:
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a) Pokazimo da je skup Z, svih prostih ideala prstena A induktivno ureden relacijom O.
Neka je {ai}iel lanac skupa X . Pokazimo da je i ﬂai prost ideal, tj. da pripada skupu X .

iel
Neka je ab e ﬂai ineka b ¢ ﬂai . Ovo zna¢i da postoji K € |, takvo da b ¢ ¢, , a kako
iel iel
je a, prostideal i abe ¢, toonda ac e, ,pa acq; zasve i <k.Medutim, kako
bea, tobea (Vi>k),asvakiodideala ¢; je prost isadrzi ab, $to znatida ae ¢, i

zasve i > k. Dakle, ae ﬂai , pa ﬂai € 2. Po Zornovoj lemi postoji bar jedan
iel iel

minimalni element skupa X, tj. postoji bar jedan minimalni prosti ideal prstena A.

b) Posmatrajmo prsten B = A/« . Prema prethodno dokazanom, pod a), postoji minimalni
prosti ideal prstena B . Nekajeto 3. Sadaje S = {x eA: f(xX)e B} minimalni prosti

ideal prstena A koji sadrzi o .

7. Nekaje o # (1) ideal prstena A. Dokazati:

r(a)=a < a je presjek prostih ideala.

Rjesenje:
Neka je a presjek prostih ideala prstena A. Jasno je da je a r(a). Pokazimo da je i
r(a)ca.Nekaje xer(a),tj. nekaje X" € o za neki prirodan broj n. « je presjek prostih

ideala, pa je prema tome X" sadrzano i u svakom prostom idealu, §to znaci da jei X sadrzano u
svakom pomenutom prostom idealu, pa i u njihovom presjeku. Dakle, r(a) C «a, §to konac¢no

znaci da je r(a) =q.
Obrnuto, pretpostavimo da je r(a)=a. r(a)/a jenilradikal prstena Al e, tj, r(a)/ a je

presjek svih prostih ideala prstena A/« , pajei r (a) =« presjek prostih ideala prstena A.

8. Nekaje N nilradikal prstena A . Dokazati da su sljede¢i uslovi medusobno ekvivalentni:
a) A ima ta¢no jedan prost ideal;
b) Svakielementiz A je invertibilan ili nilpotentan;
c) Ala jepolje.

Rjesenje:

a)=Db)

Pretpostavimo da prsten A ima ta¢no jedan prost ideal « , a kako je svaki maksimalan ideal prost,
ovo znadi da prsten A ima i samo jedan maksimalan ideal  , paje J (A)=N(A)=a . Neka je
a € A proizvoljno. Ako anije invertibilno, onda je prema posljedici 1.5. sadrzano u
maksimalnom idealu o = N (A) , §to znaci da je a nilpotentno.

b)=c)

Pretpostavimo da je svaki element prstena A ili invertibilan ili nilpotentan. Posmatrajmo prsten
AIN(A).Nekaje f:A— A/N(A) inekaje a+N(A) nenulti element prstena
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AIN(A).Posto a¢ N(A), a je invertibilno, pa postoji b € A takvo daje ab=1. Sadajei
f(a)f(b)=(a+N(A)(b+N(A)=1+N(A), sto znasi daje a+ N (A) invertibilno. Dakle,
AIN(A) je polje.

c)=a)

Pretpostavimo da je A/ N (A) je polje. Neka je a proizvoljan prost ideal prstena A. N (A)c «

jer je N(A) presjek prostih ideala . Ideal f (o) prstena A/N(A) jejeili (0) ili (1) (f je
prirodni epimorfizam). Ako je f (a)=(0) ondaje =N (A),aakoje f(a)=(1) ondaje

o = A. Drugi slu¢aj je nemoguc¢, pa je prema tome o = N (A) Kako je a bio proizvoljan prost

ideal prstena A zaklju¢ujemo da je o = N (A) i jedini prost ideal prstena A.

9. Prsten A zove se Boolov prsten, ako vrijedi X* = x(Vx € A). Dokazati da u Boolovom
prstenu vrijedi :
a) 2x=0
b) Svaki prosti ideal y prstena A je maksimalan, a A/ y je polje sa dva elementa
¢) Svaki ideal generisan kona¢nim skupom je glavni.
Rjesenje:

2 R .
a) (Xx+X) =x+X, asadruge strane imamo da je

b)

2
(x+Xx) =X X+ X+ X =X+ X+ X+ X,

Zna¢i, X+X+X+X=X+X,t. 2x=0.

Neka je y prost ideal prstena A. PokaZimo da je ¥ maksimalan. A/y je oblast cijelih.
Nekaje f:A— A/y prirodni epimorfizami X € A proizvoljno ali takvo da je f(x)=0.

| uprstenu A/ y takode vazi (f (x))2 =f(x),paje f (x)(f (x)—i) =0. Kako je
f(x)=0 i Aly oblast cijelih, to morabiti f (x)=1.Znaci, Aly je polje, paje »

maksimalan ideal prstena A. Jasno je da polje A/y ima samo dva elementa, klase 1i0.

Pretpostavimo da je & konaéno generisan ideal prstena A. Neka je , najprije, ideal o
generisan sa dva elementa tj, neka je o = (ai, az) . Posmatrajmo proizvod

(a,+1)(a, +1)=aa, +a +a, +1. Ako stavimo b=a,a, +a,+a, +1 ondaje be, pa
jei (b)ca. za a(i=12) vrijedi a (b+1)=3a,(a,a,+a,+a,+1) =0 (jerje &’ =3,
i 28, =0, 1=12).Nekaje X € proizvoljno. Tada je X = X3, +X,a, gdje X, X, € A.
Sada imamo X = X, +X,a, + %, (1+b) +x,a,(1+b) =(xa, + X,a, )b, 3to znati da je

x € (b). Zbog proizvoljnosti X zakljuéujemo da je a =(b), tj. daje & glavni ideal.

Ako sad pretpostavimo da je & =(a,,a,,...,a, ) i stavimo
1+b=(1+a,)(1+4a,)...(1+4a,), onda bi razmisljajuéi na isti nagin kao u prethodnom

sludaju zakljugili da je & =(b), tj daje a glavni ideal.
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10. Dokazati da lokalni prsten ne sadrzi drugih idempotenti osim 0 i 1.

Rjesenje:

Neka je e idempotenta prstena A. Iz € =e imamo da je e(e—1) =0. Prsten A je po
pretpostavci, lokalni pa ima samo jedan maksimalan ideal m Koji je, naravno, prost i sadrzi 0.
Znaci e(e—1) em paimamo daili eem ili e—1<m (oboje ne vrijedi istovremeno jer bi tada
imali da je m= (1)). Iz ovoga zakljucujemo da je ili €ili e—1 invertibilno. U prvom bi slucaju
imali da je e=1, audrugom e =0. Dakle, prsten A nema drugih nilpotentnih elemenata osim
0il.

11. Neka je A prsten u kome svaki element x ispunjava uslov X" =1 zaneko n>1 (koje zavisi
od x). Dokazati da je svaki prosti ideal prstena A maksimalan.

Rjesenje:

Neka je y prost ideal prstena A. A/y je domen integriteta. Neka je f : A— A/y prirodni
epimorfizam. Po pretpostavci za svako X € A postoji prirodan broj n takav daje x" =1, ato
znaci da i za svako f(X) e Al y, f(X) =0 postoji prirodan broj n takav da je

f(x")=(f (X))n = 1. Ovo zapravo, zna¢i da je svaki nenulti element prstena A/ y invertibilan.
Dakle, prsten A/ y je polje aideal y je maksimalan.

12. Neka je X skup svih ideala prstena A u kojima je svaki element djelitelj nule. Dokazati da
ima maksimalni element i da je svaki maksimalni element iz X prost ideal. Prema tome, skup
djelitelja nule prstena A je unija prostih ideala.

Rjesenje:

Skup X je induktivno ureden relacijom inkluzije. Naime, ako je {ai }iel lanac ideala prstena A,

tada je :Uai ideal iz 2, jer je svaki element iz « djelitelj nule. Prema Zornovoj lemi skup
iel

% ima maksimalni element. Pokazimo da je svaki element iz X prost ideal. Neka je € Z i neka

ab e o . Odavde slijedi da postoji x =0 i takav da je (ab)x=0. No, tada je i a(bx)=0, pa

ako je bx#0 onda ae «, aako je bx=0 onda b € « . Dakle, @ je prost ideal prstena A.




