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PRSTENI | MODULI RAZLOMAKA

1. Nekaje M konacno generisan A-modul, a S multiplikativni sistem prstena A . Dokazati:
S™™ =0« (3seS)sM =0.

Rjesenje:
Pretpostavimo da je S™M =0. Tada je Ann(S’lM ) = {x eSTA:xS'm= O} =S*A. Na osnovu
propozicije 3.14. je Ann(S™*M)=5"(Ann(M))=S"A.
$7*(Ann(M ))z{m:s eS,me AmM =0}:{§:ae A,SES} pa postoji s e S takvo da je
s S
sM =0.

Obrnuto, pretpostavimo da postoji S€ S takvodaje sM =0. Tadaje i a M = ? M =0 zasve
S

%es-lA.Tozanéi daje ANn(SM)=S7A t. SM =0.

2. Nekaje o idealprstena A,a S =1+¢ .Dokazati da je ideal S™'ar sadrzan u Jacobsonovom
radikalu prstena A .

Rjesenje:
4

Nekaje X =

e S'a proizvoljan element ideala S i y =

€ A takode proizvoljno.

Posmatrajmo sad element 1+ yX. Imamo da je
=1+a4+ b & =1+a4+ ba, =l+a4+ ag
l1+a, 1+a, 1+a, 1l+a, 1l+a,+a,+aa, 1+a, 1+a
jea,=ba eai a,+a,+a,a, =a, €. Dalje je
I+yx:1+a4+ ag :1+a4+a4a6+a6+a5+a4a5:1+a7
1+a, 1+a 1+a, +a,+a,a, 1+a,
a,=q,+,8,+tag+a;, +,8; € | ag=2a,+a;+a,8; €. Odavde se vidi da je element
1+xy invertibilan u prstenu A, itozasvako y e A, sto znaci da je XGJ(Ag). Kako je X bio

1+yx

, gdje smo stavili da

, gdje je

proizvoljan element ideala S™'a to konacno, zakljucujemo da je S~'ar € J (As )

3. Dokazati posljedicu koja glasi: "Neka je M konaéno generisani A- modul, a « ideal prstena A
sa M =M . Tada u prstenu A postoji element aEl(mod a) sa aM =0" na osnovu
prethodna dva zadatka i Nakayamine leme ne koristec¢i determinantu.
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RjeSenje:
Stavimodaje S=1+c. S je multiplikativni sistem, a prema zadatku 2. S~ je sadrzano u
Jacobsonovom radikalu prstena A, . Odavde i iz S™M = (S‘la)(S‘lM ) na osnovu Nakayamine

leme zaklju¢ujemo da je S™M =0. Modul M je po pretpostavci konaéno generisan, pa iz prvog
radatka zaklju¢ujemo da postoji S€ S za koje je SM =0.

4. Dokazati da za element s € A koji nije nilpotentan postoji prosti ideal » prstena A koji ne
sadrzi S.

Rjesenje:

Stavimodaje S = {s” ‘ne N} . Kako s nije nilpotentan to je s" =0 (Vn € N), Stoznacida 0¢ S
paje A, #0.Prsten A, ima bar jedan maksimalan ideal. Neka je to m . Posmatrajmo kontrakciju
ideala m u odnosu na prirodni epimorfizam f : A— A;. Nekaje a = f(m). Kako je m

maksimalan to je on i prost ideal pa je i « prost ideal prstena A. Pokazimo jo§Sda S ¢ «r.

. oo L. .S ls .
Pretpostavimo suprotno, tj, da je S € . To bi znaéilo da je I em, pa —-Izle m stojeu
S

kontradikciji sa pretpostavkom da je m maksimalan ideal prstena A .

5. Nekasu S i T multiplikativni sistemi prstena A, a U slika sistema T u odnosu na prirodni
homomorfizam f : A— A . Dokazati da su prsteni (ST )_1 A=U ’1(8’1A) izomorfni.

Rjesenje:
- a)_ als
Definisimo preslikavanje g : (ST) ‘AUt (S_lA) sa: @ (—tj = 1 i pokazimo da je ¢
S

izomorfizam prstena. Najprije,

g i+i - g a;S,t, + st =a1t2/51+a2t1/82=a1/51+a2/82=g a +g 8 i
st St s;S,tt, tt, /1 t/1  t/1 st S,t,

g & % |_A%18S _als als, =g & g B , §to zna¢i da je g homomorfizam
st St tt, /1 t/1 t,/1 st S,t,
prstena. Pokazimo da je g bijektivno preslikavanje.

Injektivnost: Neka je g & =g & , 1j. neka je m:az—/sz.Odavdje siljedi da postoji
st S,t, t/1  t/1

t/1eU takvo da vrijedi abh b -£:0 pa je M~£=0. Iz posljednije
s 1 s, 1)1 SS, 1

jednakosti zakljuujemo da postoji S€ S takvo da je (aitzsz - aztlsl)ts =0, 3$to znadi da je

t'.l.sl t252
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als a als
Sirjektivnost: Neka je —— proizvoljan elementiz U (S *A). Tada je , paje
j je - proizvolj (S™A). Tadaj g(st) T Pale g

sirjektivno.
Dakle, prsteni (ST )7l Ai U‘l(S‘lA) su izomorfni.

6. Nekaje f:A— B homomorfizam prstena, S multiplikativni sistem prstena A,a T = f (S)
Dokazati da su A, -moduli S™B i T™'B izomorfni.
Rjesenje:
Definisemo li u skupu S™B operacije sabiranja i mnoZenja elementima iz A, sa :
b b _bf (5)+b,f (s)
S1 52 SlSZ

b a bf(a) . o —
—.-—=——2_ onda je jednostavno provjeriti da sa ovako definisanim
S'S sS

i
operacijama S'B postaje A modul.

Ako u prstenu T B definiemo mnoZenje elementima iz A, na slijedeéi nacin:

a*b a, b  f(a)b

st s f(5) f(s)
ondai T™'B postaje A - modul.
b .
Definigimo preslikavanje g:S™'B — T 'B stavljajuci daje g [—j = i pokazimo da to
S

izomorfizam modula.

Najprije, vrijedi g[ﬁ+&j b f(s,)+b,f
S5, f( )
b

(
L

§to znaci da je g homomorfizam modula.

%,
ity o) o)

o5)

b b
Dalje, neka je ¢ (bll g (—ZJ tj, neka je b _ b . Ovo znadi da postoji t € T takvo da je
SZ

S, f(s,) f(s,)
(b.f(s,)—b,f(s,))t=0.Kako teT topostoji €S takvodaje t=f (s). Sadaje
(blf(SZ)_be(Sl

+Db,

(n||

)
)) ( )=O,odak|e slijedi da je E:&.Dakle, g je injektivno.

1 2
Neka je % eT™'B proizvoljno. Tada postoji €S takvodaje f(s)=t,paje g (Ej _ b _ -,
S

Sto znaci da je g i sirjektivno.

Konac¢no, iz svega reenog zakljucujemo da su Ag -moduli S'B i T'B izomorfni.
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7. @) Ako za svaki prosti ideal y prstena A, lokalni prsten A, nema nilpotentnih elemenata
razli¢itih od 0, dokazati da ni prsten A nema nilpotentnih elemenata razli¢itih od O .

b) Ako je, za svaki prosti prosti ideal y prstena A, lokalni prsten AV oblast cijelih, da li je tada i
A oblast cijelih?

Rjesenje:

a) Nekaje y proizvoljan prost ideal prstena A,a N (A) nilradikal prstena A. N (Ay) je
nilradikal prstena Ay , a kako po pretpostavci Ay nema nilpotentnih elemenata razli¢itih od nule,
toje N (A/) =0. Sada na osnovu propozicije 3.8. (s obzirom da nilradikal mozemo posmatrati i

kao modul nad prstenom A), zaklju¢ujemo daje N (A) =0, tj. da prsten A nema nilpotentnih
elemenata razli¢itih od nule.

b) Ako je za svaki prosti ideal y prstena A lokalni prsten A oblast cijelih tada prsten A ne mora
bti oblast cijelih. Naime, posmatrajmo prsten Z. Prsten Z,ima samo dva prosta ideala (2) i

(3), prsteni Zy, i Z,, suoblasti cijelih dok Z, nije oblast cijelih.

8. Neka je X skup svih multiplikativnih sistema prstena A Kkoji se ne presijecaju sa zadanim
idealom « prstena A. Dokazati da skup X sadrzi maksimalni element i daje S maksimalni
element skupa X, ako i samo ako je A\'S minimalni prosti ideal prstena A u kome je sadrzan
ideal « .

Rjesenje:

PokaZimo da je skup X induktivno ureden relacijom inkluzije. Neka je (Si )iel lanac elemenata iz X .

stavimo daje S = JS;. S je multiplikativni sistem, jer ako a,b €S onda postoje i, j € | takvi da
iel

aeS; i besS;. Bezogranitenja opitosti mozemo pretpostaviti da je i < . Kako je zbog i < J,

S, c Sj ,tfojeiae Sj , a posto je Sj multiplikativni sistem, to ab e Sj ,pa abeS . Jasno, jedinica

prstena A pripada skupu S paje S multiplikativan sistem. Osim toga je

iel iel

S_ﬁaz(USijﬁaZU(Si ﬁa)z@, pa S €. Kakoje ¥ induktivno ureden skup on ima

maksimalni element. Ozna¢imo gasa S .
Pokazimo sada da je A\'S ideal prstena A.Neka a,be A\S.Toznatida a,bgS,a S je

maksimalan multiplikativan sistem koji se ne presjeca sa « pa postoje S,t €S i m,ne N takvi da

a™s,b"t e ar ( jer bi usuprotnom, a i b pripadali nekom mulltiplikativnom sistemu koji se ne
presjeca sa « , §to je u suprotnosti sa naSom pretpostavkom da je S maksimalan multiplikativan

sistem sa ovom osobinom ). Sada (a—b)m+n stea,paa—be A\S. Nekaje x e A proizvoljno.

Tada (ax")s €a,pa xae A\S. Ovim smo pokazali daje A\S ideal. Pokazimo da je to i prost

ideal. Neka je ab e A\S. Ako a,b¢ A\S onda a,be S, akako je S multiplikativan sistem, to

znatida i abe S, pa ab g A\S s§to je nemoguce. Dakle, A\S je prost ideal, a oCigledno je da je to
minimalan prost ideal prstena A u kome je sadrzan ideal o .
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Obrnuto, ako je A\'S minimalan prost ideal prstena A u kome je sadrzan ideal o, onda je ,
ocigledno, S maksimalan multiplikativan sistem koji se ne presjeca sa « .

9. Za multiplikativni sistem S kaZe se da je saturiran, ako Xy € S = xe S Ay € S. Dokazati:
a) S je saturirano ako i samo ako je A\'S unija prostih ideala.
b) Za svaki multiplikativni sistem S postoji jedinstveni minimalni saturirani sistem S koji sadrzi
S (S_ se zove saturacija sistema S ).
c) Saturacija S sistema S je komplement u A unije prostih ideala koji se ne presjecajusa S ;
d) Odrediti S , akoje S =1+, gdje je o ideal prstena A.

Rjesenje:

a) Nekaje A\S unija prostih ideala. Neka je Xy € S ineka npr. X¢ S . Tada X € A\S pa postoji
prosti ideal « prstena A takavda Xea pai Xy € @ tj. Xy € A\'S, §to je u kontradikciji sa
pretpostavkom da X € A\S. Daklei X i y suizskupa S.Obrnuto, neka je S saturiran
multiplikativan sistem . Za X € A\'S vrijedi daje (X)NS # &, pa prema prethodnom zadatku
postoji prosti ideal y prstena A takav da je (x) cy < A\S.Znaci A\S je unija prostih ideala
prstena A.

b) Nekaje S multiplikativan sistem. S < A, a A je saturiran multiplikativan sistem. Presjek svih
saturiranih multiplikativnih sistema koji sadrZe sistem S je najmanji saturiran multiplikativni
sistem koji sadrzi sistem S .

c¢) Premaa)sistem S je komplement unije prostih ideala od kojih se ni jedan ne presjecasa S .
Komplement unije svih prostih ideala koji se ne presjecaju sa S je saturiran multiplikativan
sistem (opet prema a) ) koji sadrzi S, a sadrzanjeu S , pajeijednak S .

d) Nekaje S=1+«, gdje je « ideal prstena A. Nekaje £ ideal prstena A Kkoji ima neprazan
presiek sa S tj. neka postoji ce SN (1+a)ic=0.Kako ce B icel+a topostoji aca
takvo daje c=1+a. Sadaje 1=—a+C $to znaci da je ideal  komaksimalan idealu « .
Dakle, ideal koji se presjeca sa 1+« je komaksimalan idealu ¢, paje S , u ovom slucaju,
komplement unije svih prostih ideala prstena A koj nisu komaksimalni sa « .

10. Neka za multiplikativne sisteme S i T prstena A vrijedi S<T.Nekaje f: A —> A
homomorfizam koji a/s e A, prevodiu a/s € A, . Dokazati da su slijedece tvrdnje
ekvivalentne:

a) f je bijektivno;

b) Zasvako t €T element t/1e A je invertibilan;

c) Zasvako t €T postoji X € A zakojeje txeS;

d) T je sadrzano u saturaciji S sistema S ;

e) Svaki prosti ideal koji se presjecasa T presjecaseisa S.

Rjesenje:

a) =b)
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Pretpostavimo da je f : A, — A bijektivno i neka je t €T proizvoljno. %e A; je invertibilno pa,

kako je f bijektivno preslikavanje i f‘lGj = % € A, je takode invertibilno.
b)=c¢)

Pretpostavimo da je %e A, invertibilno za svako t €T i uzmimo %e A, proizvoljno. Neka je

a . . t . . ta 1l . o .
— € A inverzni element elementa I tj. neka je i-— :i. Ovo znaci da postoji S'€ S takvo da je
S S

(ta—s)s'=0,t. tas'=ss'eS. Akostavimo daje x=as' onda xe A itxeS tojei trebalo

pokazati.

c)=d)

Neka za svako t € T postoji x € A zakoje je txe S inekaje S saturacijasistema S.AkojeteT
proizvoljno tada je txe S =S . Znadi, xeS i teS paje T <S.

d)=e)

Kakoje ScT <S,a S je unijasvih prostih ideala koji se ne presjecajusa S, pa postoje S
saturacijaiod T, to se pomenuti ideali ne presjecajunisa T .

e) =0C)

Pretpostavimo da postoji barem jedno t € T takvo da za svako X € A tx ¢ S . Posmatrajmo ideal
generisansa t. (t)MS =J, pa postoji i prosti ideal y takavdaje (t)cy i y NS =0, stoje
nemoguce jer svaki prosti ideal koji se presjecasa T presjecaseisa S.

c)=a)

Pokazimo da je f bijektivno. Neka je %e A. proizvoljno. Prema c) postoji X € A takvo da je

.. a ax . o .
txeS.Tadajei ?:t—e A ,paje f sirjektivno. Neka je f(E]:O (u A;). To znaci da postoji
X S
teT zakojeje at=0,pajei atx=0 zasvako X € A, pa postojii S€ S zakoje je as=0, sto

a
macidaje —=0 (u Ay).
S

11. Skup S, svih regularnih elemenata prstena A je saturiran multiplikativni sistem. Zato je skup
D = A\S, djelitelja nule unija prostih ideala koji se ne presjecaju sa S, . Dokazati da je svaki
minimalni prosti ideal y prstena A sadrzanu D.

Rjesenje:

Neka je y prost ideal prstena A. Ozna¢imo sa R, multiplikativni podsistem sistema S, generisan
elementimaiz A\y. R, m(O) =(J,aosimtogaje A\y c R,. Ako je y minimalan prost ideal onda
je A\ maksimalan multiplikativni sistem koji se ne presjeca sa (O) ,paje S, < A\y, tj.

y< A\S,=D.
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12. Neka je S, skup svih regularnih elemenata prstena A. Dokazati:
a) S, je najsiri multiplikativni sistem S prstena A za koji je preslikavanje A — A injektivno;
b) Svaki elementu A, je jedinica ili djelitelj nule;
c) Svaki prsten A u kome je svaki element djelitelj nule ili jedinica podudara se sa svojim
prstenom razlomaka, tj. preslikavanje A — A je izomorfizam.

RjeSenje:
a) Nekaje S multiplikativni sistem prstena A za koji je preslikavanje f : A— A injektivno,

se S proizvoljnoi a € A takvo da je as =0. Ovo zapravo, znaci da je % =0 (u A) a
zbog injektivnosti preslikavanja f je a=0. Dakle, s je regularan element prstena A pa je
ses,.
b) Neka je a € A, proizvoljno. Tada a €S, ili postoji be A, b=0 itakvodaje ab=0.,
S 0
b
t

Ako a€S, ondaje a jedinica prstena A , ausuprotnomje —-—=0 ,gdjejeteT, sto
S 0

w|o

/madi daje o djelitelj nule u A, .
S 0
c) Premaa) je preslikavanje f:A— A, injektivno, pa je dovoljno pokazati da je f

L . a - . .
sirjektivno. Nekaje —e A; proizvoljno. s € S, a kako je svaki element prstena A
S 0

e N - . a as
jedinica ili djelitelj nule to postoji S € S, takvo da je sS =1. Sada je —=— :T , §to
S SS

madidaje f(as)= a Dakle, preslikavanje f : A— A, je izomorfizam.
S 0

13. Neka je A oblast cijelih, M A-modul. Element X € M zove se torzioni element ako je
Ann(x) = 0. Torzioni elementi A-modula M ¢ine podmodul A-modula M , koli se oznacava sa

T (M) i zove torzioni podmodul A-modula M . Ako je T (M) =0, tada se kaze da je M

modul bez torzije. Dokazati:
a) A-modul M /T (M) je modul bez torzije;

b) Akoje f:M — N A-homomorfizam, tada je f(T(M))gT(N);

c) Akoje 0>M'—>M — M " egzaktan niz A-modula, tada je i niz
0>T(M)>T(M)—>T(M") egzaktan.

Rjesenje:

a) Nekaje XeT(I\/I /T(I\/I)) tj, neka je Ann(X):t0.0vo znadi da postoji b e A, b =0 itakvo
daje bx=0. x=m+T (M), gdie me M . 1z bx =0 slijedi daje bmeT (M), pa postoji
aeA, a=0 takvodaje a(bm)=(ab)m=0.Kakoje a=0, b=0 i A oblastcijelihtojei
ab=0,ameT(M).Dakle, x=m+T(M)=0+T (M), tj. T(M/T(M))=0.
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b) Nekaje f:M — N A-homomorfizami y e f(T(M)). Nekaje x e T (M) takvo da je
f(x)=y.Kako xeT (M), topostoji ac A, a=0 takvodaje ax=0. Tadaje i
f (ax)=af (x)=ay=0,t. Ann(y)=0, sto zna¢idaje yeT(N).Dakle
f(T(M))=T(N).

c) Prema b) preslikavanja f :M'—>M i g: M — M " induciraju preslikavanja
f_ZT(I\/I ')—)T(M) i GZT(M)—>T(M "),redom. Pokazimo da je f injektivno
preslikavanje. Niz 0 > M '—f>M —g>M " je egzaktan $to znadi da je preslikavanje f injektivno,
paiz f(x)= f(x)=0 slijedi daje injektivno i f . Pokazimo sada daje Ker(g)= Im(f_).
Neka je x € Ker (g). Odatle slijedi daje xeT (M) i xe Ker(g)=Im(f)t. xeIm(f).
Na slican nacin bi zakljucili da je i Im( )< Ker(g). Dakle, Im(f)=Ker(g) ,aniz

f _
0>T(M)>T(M )iT(M ") je egzaktan.

14. Neka je A oblast cijelih,a M A-modul. Dokazati da za svaki multiplikativni sistem S(O & S)

oblasti A vrijedi T (S_lM ) =gt (TM ) Na osnovu toga dokazati ekvivalentnost slijede¢ih

tvrdnji:
a) M je modul bez torzije;
b) My je modul bez torzije za svaki prosti ideal y oblasti A;

c) M, je modul bez torzije za svaki maksimalni ideal m oblasti A.

Rjesenje:
Nekaje xeT (S’lM ) ,tj, neka je Ann(x) 0. Ovo znai da postoji be A, b= 0 i takvo da je

bx=0. Kako xSM . x je oblika ™ pricemu meM iseS. 1z b-" = 2™ _0 slijedi da
S S S
postoji § €S takvo daje bms =0. bS e Ai bS=0,pa meT (M) 3to znaci da je

% eS™ (T (I\/l )) .Dakle, T (S_ll\/l ) cS™ (T (I\/I )) . Dokazimo da vazi i obrnuta implikacija. Neka

je XGS_l(T(M)). X=m gdje je mET(M) i SeS.Ovo znati da postoji ae€ A, a=0 itakvo
S

daje am=0. Sada je i am _am_ 0,pa x _m eT (S‘lM ) Dakle, zaista je
s S S

T(S*M)=87(T(M)).

Dokazimo sada ekvivalentnost tvrdnji a) , b) i ¢):

a)=Db)
Neka je M modul bez torzije i y prost ideal prstena A. Tada iz T(M):O slijedi

T (My) = (T (M ))y =0. Dakle, M, je modul bez torzije za svaki prosti ideal prstena A.
b)=c)

Svaki maksimalan ideal je prost , pa je implikacija ocigledna.
c)=a)
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Akoje T(M,)= (T (M ))m =0 za svaki maksimalan ideal prstena A, onda je na osnovu
propozicije 3.8.1 T(M)=0.

15. Nekaje M A-modul, acr ideal prstena A. Ako je M =0 za svaki maksimalni ideal m> «,
dokazatidaje M =aM .

Rjesenje:

Nekaje M/aM A/« modul. Za svaki maksimalan ideal m/« prstena A/ o je

(M/aM) =0, paje prema propoziciji 3.8.i M/aM =0,tj. M =aM .




