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USLOVI LANACA. NOETHERINI PRSTENI

1. Nekaje f:M — M homomorfizam A-modula M . Dokazati:
a) Akoje M Noetherin A-modul,a f sirjektivno, tada je f injektivno preslikavanje;
b) Akoje M Artinov A-modul,a f injektivno, tada je f sirjektivno preslikavanje.

Rjesenje:

a) Posmatrajmo niz podmodula Ker(fi) (i :1,2,...). M je Noethrin A -modul, a za
podmodule Ker( f i) vrijedi, Ker (f)c Ker( f 2) C... , pa postoji prirodan broj n za koji
je Ker( f "): Ker( f M) =....Nekaje x e Ker( f ”) proizvoljno. To znaédi da je

f"(x)=0. Zbog sirjektivnosti preslikavanja f" postoji y € M takvodaje f"(y)=x.
Sadaje f*"(y)= f”(f”(y)): f"(x)=0,paye Ker(fz”): Ker(f”),aovoznaéida
je x=0. Dakle, Ker(f"):{o}, pa kako je Ker (f)c Ker(f"), vrijedi i

Ker (f)={0}, sto znati daje f injektivno preslikavanje.

b) Posmatrajno niz podmodula Im( f i) (i =1, 2) Jasno je da vrijedi

Im(f)=1m ;)( f 2) O..., pakako je M Artinov modul, za neki prirodan broj n vrijedi
Im(f"): Im( £"**)=.... Uzmimo proizvoljno xeM f"(x)e Im(f”)z Im( "), pa
postoji y € M zakojeje f"*(y)=f"(x),akako je po pretpostavci f injektivno
preslikavanje, odavde dobijamo da vrijedi f (y)=X. x &M je bilo proizvoljno, pa na
osnovu re¢enog zakljuéujemo da je f sirjektivno preslikavanje.

2. Ako svaki neprazan podskup skupa konaéno generisanih podmodula A-modula M ima
maksimalan element, dokazati da je M Noetherin A -modul.

Rjesenje: Dovoljno je da pokazemo da svaki podmodul A -modula M konaéno generisan. Skup
kona¢no generisanih podmodula modula M je neprazan skup, pa po pretpostavci ima maksimalni
element. Oznac¢imo ga sa N, . Pretpostavimo daje N, # M . Tada postoji xe M \ N, . Modul

N, + AX je kona¢no generisan, a strogo sadrzi modul N, . Medutim, ovo je u kontradikciji sa
pretpostavkom da je N, maksimalan kona¢no generisan podmodul modula M . Zna¢i M =N,
paje M Noetherin A-modul.
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3. Nekasu N, i N, podmoduli A-modula M . Dokazati: Akosu M /N, i M /N,
Noetherini (Artinovi) A-moduli ondaje toi A-modul M /N, NN,.

Rjesenje: Direktna suma Noetherinih (Artnovih) modula je opet Noetherin (Artinov) modul, pa je
i modul M/N; ®M /N, =M " Noetherin (Artinov). Nekaje f :M/N, AN, >M"'

definisano sa f (x+N, "N, )=(x+N;,x+N,),a g:M"'—>M 7Im(f) prirodni
epimorfizam. Preslikavanje f je injektivno, a g sirjektivno, pa je niz
0O>M/N,AN,>M'>M Im( f ) — 0 egzaktan. Na osnovu propozicije 6.3.
zaklju¢ujemo da je i A-modul M /N, "N, =M " Noetherin (Artinov).

4. Nekaje M Noetherin A-modul, a a = Ann(M). Dokazati da je prsten A/« Noetherin.

Rjesenje: M je Noethrin A -modul, pa je kona¢no generisan. Neka je {Xl,...,Xn} generator
modula M . Ozna¢imo sa M " direktnu sumu modula Ax, (i=1,2,...,n). Modul M " je
konac¢no generisan, pa je i on Noetherin modul. Defini§imo preslikavanje f:A/a— M ' sa

f (a+a) =(ax1,ax2,...,axn), ae€ A ipokazimo daje f injektivno. Neka je

f (a+a): f (b+a). To znadi da je ax; =bx, (i :1,2,...,n) . (a—b)xi =0
(i=12,...,n). Elementi X; generisu modul M pazasvako xe M vrijedi (a—b)x=0, sto
znadi da je a—be{Ce A:cM =0}= Ann(M)za. Dakle, a+a=b+«.

Nekaje g:M'—> M/ Im( f) prirodni epimorfizam. Jasno, ¢ je sirjektivno, a osim toga vrijedi
i Ker(g)z{XG M*: g(x)=0+|m( f)} :{Xe M': xe Im( f)} = Im( f). Ovo znadi da je
nz0—->Ala—->M'->M"/ Im( f ) — 0 egzaktan, pa na osnovu propozicije 6.3. zaklju¢ujemo
daje A/a Noetherin A/« -modul, tj, daje A/« Notherin prsten.

5. Neka prsten A nije Noetherin, a ¥ neka je skup svih ideala prstena A koji nisu kona¢no
generisani. Dokazati da skup 2 sadrzi maksimalne elemente i da su oni prosti ideali prstena
A.

RjeSenje: Jednostavno se pokazuje da je skup X induktivno ureden relacijom inkluzije, pa po
Zornovoj lemi zakljuéujemo da ima maksimalne elemente. Neka je ¢ maksimalni element u
skupu X . Pretpostavimo da « nije prost ideal prstena A. To znaci da postoje bar dva elementa

X iy prstena A zakoje vrijedi Xy € «, ali ni Xni Yy nisuu « . Posmatrajmo ideal (X)+a.
Ociglednoje 0 & +(x), pa kako je & maksimalan elementu X, (x) + o siguno ne pripada
skupu X, pa je to kona¢no generisan ideal. Neka elementi b =a,x+a,"' (i =12,.., n) , gdje

8 'ea, a, € A generiSuideal o . Oznacimo sa «, ideal generisan elementima
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a,'(i=12,..,n). Vrijedi a+(X)=c,+(X).Nekasusada z e« i bx e (x) proizvoljni. To
znadi da postoje Z, € &, i CX €(X) zakoje je z+bx =z, +cx. Dakle,
z=2,+(a—b)x=1z,+kx, gdje smo stavili daje k =a—b. Kako z, e, a X & @ mora biti
kx e &, §to znati da k € (a : X). Dakle, & < oy + (e : X) X, a kako je obrnuta inkluzija jasna,
imamo da & = o, + (e 1 X) X. Zaelement y vrijedi Xy €z, pa y €(« : x). Odavde slijedi da je
a (a : X), pa je ideal (a : X) konacno generisan. To dalje znaci dajei o = & +(a : X)X , kao

suma dva konac¢no generisana ideala i sam kona¢no generisan §to nije tacno. Do ove kontradikcije
nas je dovela pretpostavka da o nije prost ideal, pa je treba odbaciti.

6. Nekaje A Noetherin prsten, a f =Z:aixi € A[[x]] Dokazati da je f nilpotentno ako i
i=0

samo ako je svako a; nilpotentno.

Rjesenje: Pretpostavimo da su svi @; nilpotentni. Ideal ¢ generisan ovim elementima je kona¢no

generisan, jer je ideal Noetherinog prstena A . Generatorni elementi tog ideala su, naravno
nilpotentni, pa je i sam ideal « nilpotentan . To znaéi da postoji prirodan broj n za koji je

a"=0,pajei 8" =0 (i=1,2,...). Odavde slijedi dajei f"=0,t. f je nilpotentan element
prstena A[[XH . Obratna tvrdnja slijedi iz zadatka 4. glave 1.

7. Neka je « ireducibilan ideal prstena A . Dokazati da su slijede¢i uslovi ekvivalentni:
(i) @ je primaran ideal;
(ii) Za svaki multiplikativni sistem S prstena A je (S’loz)c =(a:s) (zaneko s€S)

(iii) Niz (a:xi) (i=12,...) je stacioniran za svako X € A.

Rjesenje:
(i)=(ii) Nekaje & y -primaran ideal,a S multiplikativni sistem prstena A. Ako je

SNy # O, onda je na osnovu propozicije 4.8. (S’loc)C =ANna=a.Osimtoga je

a= (S’lac)C = J(a:s),pakakoje a = (a:s) toje (ar:s)= (S’la)c zaneko seS.
seS
Pretpostavimo sada da je S ™y =J. Na osnovu propozicije 4.8. je (S’loz)C = A. Odavde i iz
(S’loz)c =J(a:s) slijedi daje (a:s) :(S’loz)C zaneko seS.
seS

(i) = (iii) Ako je x nilpotentan element prstena A onda postoji ne N za koje je X" =0 pa je

(a X ) = A (Vi>n), sto znati dajeniz (a1 X) (a : x2) C ... stacioniran.
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Ako X nije nilpotentan, onda je S = {xi e N} multiplikativan sistem prstena A, pa je prema
(i) zaneko ne N (S_loz)C =(a : X"). To znaci da je

(S a) (a:x"*l)g(a:x")z(S‘la)c, pa je (a:x"*l)z(a:x"), $to znai da je niz

(

a. x ( ) ... stacioniran.

)<
(iii) = (i)Neka je o ireducibilan ideal prstena A inekaje Xy € i y & o . Posmatrajmo niz
(:ix)c

a. x ( ) ... Prema (lll) je ovaj niz stacioniran pa postoji n e N za koje je
X ) ( ”+1)=.... Odredimo ¢emu je jednak presjek ideala (X”) i (y).Akoje
Ze ( ) onda postoji a € Azakoje je z=ay , paje zx=ayx € « . Dalje, ZE( ”) pa je

z=bx" zaneko be A.Sadaje bx"xea,paje be (a ; x"*l) = (a X" ) Odavde zakljuéujemo
da z e «. Znaci (y) m(x” ) C o, a kako je obrnuta inkluzija o€igledna, to zakljucujemo da je
(Y)N(x")=a. a jeireducibilan ideal i & #('y), sto onda znagi da je & = (X" ). Dakle,

X" e, paje a iprimaran ideal prstena A.

t

t,)=0
(a € |). Dokazati da postoji konacan podskup |, skupa | takav daje X zadano familijom

jednacina fa(tl,...,tn):() (ae |0).

8. Nekaje X afina algebarska mnogostrukost zadana familijom jedna¢ina f, (ti,

Rjesenje: Prsten polinoma A= k[tl,tz,...,tn] je Noetherin prsten, pa je svaki njegov ideal
konacno generisan. Neka je {gl, w0, } konacan skup koji generise ideal ¢ generisan
t

polinomima f, (t,,...,t,) (e el).Svako g; (i=12,...,n) se moZe napisati kao konac¢na
linearna kombinacija elemenata iz ¢ . Oznacimo sa |, familiju svih polinoma f, koji se
pojavljuju u tim linearnim kombinacijama. Sada je jasno da je familija |, konacna, i da polinomi

f, (tl,...,tn) =0 (a € Io) generiSi ideal « , paje X zadano familijom jednagina

f,(t,...t,)=0 (ael,).

9. Neka je k algebarski zatvoreno polje, A:k[ti,...,tn] prsten polinoma, a « ideal prstena A.
Neka je X algebarska mnogostrukost u k" definisana idealom « , tj.
X :{x:(><1,...,xn)ek” : f(x)=0,Vf ea}.
Neka je I (X) ideal mnogostrukosti X , tj. | (X):{g eA:g(x)=0,vxe X}. Dokazati

daje I(X)=r(a).
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Rjesenje: Neka je f e r(a) , tj. neka postoji ne N za koje je f" € r. To znaci da je
f"(x)=0 (vxeX),pajei f(x)=0(vxeX),t. f el(X).Dakle, I(X)2r(a).
Pretpostavimo sada da f ¢ r (). Kako je r(a) presjek svih prostih ideala prstena A koji
sadrze ideal «, zakljuujemo da postoji prostideal f , a = f i f ¢ . Nekaje

h: A— A/ S prirodni epimorfizam i neka je f slika polinoma f pomocu preslikavanja h.
Stavimo daje C = A/ ﬂ[l/ f_] i sa M ozna¢imo maksimalan ideal prstena C. C/m je

kona¢no generisana K -algebra, pa je na osnovu propozicije 7.9. C/m konaé¢no proSirenje
polja k. k je algebarski zatvoreno polje pa je prema tome, C/m=Kk . Slike X, elemenata t,

u odnosu na kompoziciju preslikavanja h: A—> A/, h":A/f—>C i h":C—>C/m
odreduju tacke X :()<1,..., Xn) ek.Akoje g ea ondaje g€ f3, paje za svaku takvu tacku

g(x)=0. f jeinvertibilnou C,pa f &m,stoznacidaje f(X,...X,)#0. Dakle,
fel [X] .1z ovoga , kona&no, zaklju¢ujemo da je | (X ) = r(a) :




