LINEARNA ALGEBRA

Vektorski prostori i pdprostori

1. Dokazati da je komutativnost sabiranja u vektorskom prostoru posljedica ostalih
aksioma vektorskog prostora.

2. Neka je V vektorski prostor nad poljem F . Dokazati da za svako aeV vazi:
a) 0-a=0;
b) (-1)-a=-a.

3. Dokazati da za svaki prost broj p i za svaki prirodan broj n postoji bar jedan
vektorski prostor koji ima p" elemenata.

4. Nekaje N podmodul modula M nad prstenom R i a€ M proizvoljno. Stavimo da
je a+ N ={a+n:neN}. Dokazati da vrijedi:
a) aea+N;
b) (VvabeM) a+N=B+N << a-beN;
c) (va,beM)ilije a+N=b+N ilije a+Nnb+N=0.

Definicija: 1zomorfizmom vektorskog prostora V u vektorski prostor W nad istim poljem
skalara F zovemo bijektivno preslikavanje f:V —W takoda VvVx,yeV aecF

vrijedi: f(u+v)=f(u)+f(v) i f(av)=af(v).

5. Nekasu V =F*i W =F?>? vektorski prostori nad poljem F . Dokazati da je

a

az} izomorfizam vektorskih prostora V. i W
4

preslikavanje f((ai,az,as,a4)):{2

nad poljem F .

6. Nekaje F proizvoljno poljei A skup. Oznagimo sa F* skup svih funkcija sa skupa
A upolje F.Akou F* definiSemo operacije sabiranja i mnozenja elementima iz F
sa (f+g)(a)=f(a)+g(a)i (af)(a)=af(a) f,geF"i a,acF,onda F"
postaje vektorski prostor nad poljem F . Dokazati! Ako je 7 :A— B bilo koja
bijekcija skupa A naskup B, dokazati da je sa f + f oz definisan izomorfizam

prostora F® na prostor F*.

Definicija: Neka su V,,V,,...,V, vektorski prostori nad istim poljem F . Skup V svih
n—troki (V,V,,...V,), V€V, i=L..,n jetakode vektorski prostor nad poljem F sa

oy Vp

operacijama definisanim sa (V;,V,,...,Vy ) +(Uy, Uy, .oy Uy ) = (V, + Uy, V, +U,, 00V, + U, )
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a(Vy,Vy,...V, ) = (v, av,,...,av, ). Vektorski prostor V zovemo Dekartov proizvod
prostora V,,V,,...,V, i oznacavamo sa \V =V, xV, x...xV, .

7. Dokazati da je za proizvoljno polje F, F>*xF*=F°®,

8. Ako je F proizvoljno polje, a F[x] prsten polinoma u promjenjivoj x sa
koeficijentima iz polja F , pokazati da je F[x] vektorski prostor nad poljem F sa
operacijama + i - definisanimsa: > ax +> bx => (g +b)x i

a) ax => (aa)X'. Dalijeskup U svih polinoma p za kojeje p(1)=p(0)

podprostor prostora F [x]? Isto pitanje i za skup W svih polinoma p za koje je
p(0)=1.

9. Obrazloziti da li je R® podprostor prostora R* nad poljem R .

10. Ako unija U UW dva podprostora istog vektorskog prostora V sadrzi neki

podprostor P od V , dokazati da jetada P cU ili PcW . Primjerom pokazati da
prethodno tvrdenje ne mora da vazi i za uniju tri ili viSe podprostora.



